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Exercice: 

Soil 

( 1 0 0 \ 

-9 l 91. 

9 0 —8/ 

1 . Determiner \cs valeurs propres de A. Donner une base dc vecteurs pro pres de A et diagonuliser / 
2. On cherche k determiner une matrice 8 telle que ~ A . 

(a) Ddmontrer que si X est une valeur propre de B alors X* est nne valeur propre de A . 

(b) Determiner les valeurs propres de B et Uur multiplicity. 

(c) Ecrirc 1c polyn6mc caractyristique de B, 

(d) Determiner B telle que i? 3 =j A, 


PROBLEMS 2 

On note n un nombre entier fo<6 superior ou 6ga! 2, E 1c sous-espace vectorial de S[Jf] eonstilui 
<i«t polynomea dc degr* infirieur ou *gal 4 n et B - (1, X , . I* base canonique de E. 

P&rtic T : Etude d un endomorph isme de E 


1) Montrer que, pour tout poly no. ne P de E, )e polynome ((X 7 - 1)P)" est £U wn i de E, ou 
[(X ljP) dc^igne tc polynomti teriv&} secoude de (X* - i )p 

On note A> : E — > B i' applies! ion qui, 4 tout polynome P de E, associe 4>(P) =s {(X 7 — i)/>) " 


2) 

3) 

-0 

5 ).) 


b) 

c) 


Verifier : =. 2, 4>(A’) = 6*. 

Montrer qnr <p esi un endomorphiame de E. ’ 

CalculiT 4>{X*) pour tout k € |0,nj et ecrire la matrice A de 4> dans la base B. 

Monlr-f que ! a.imet a + 1 valeurs prepres deux a deux distinctea que Ton notera 
avec Xo < it <■•■<*„ 

Est-i:r que 4' esl bijectif? 

Montr * r q ' u ‘ ,;sl diagonalisablo et determiner, pour tout k t |0,nl, la dimension du 
sous-tspace propie de 4* assuciy k A*. 


6) Soient k € [0,n| et P un vecteur propre de 4* astocit k la valeur propit A* 

a) Montrer que Je d*jgre du pulyitume P est dgal k Jfc. 

b) Montrer que le polynome Q defini par Q{X) = P(-X) est un vecteur propre de <J> ass odf 
i A*. 

T) En d*duire qu’il exisle une unique base (P 0 . P„ .. ,P n ) de E constitute de vecteurs propres 

e ivMtt que, pour tout * e fO^nJ, eat un polynome de degre A, de coefficient dominant 
^gal a i et v^rifiant - (- t) k P k (X). 

Quv pent on - n drduire sur la parity tit ? 

8) Cakuler P 0 . A< Pi* P3. 


vv\\^\\5upmarotxom 

Partle III * Egalit£ d’une integrale et d’une somme de s4rie 


I) Montrer, cn utilisuit ie resuit&t de II. 3., pour tout A" € N et tout x € [0, lj 


jV 




'<*> - £ TTT 




iV + 1 


AT+2 


3) 

3) 


Montrer que la s£rie ^ - — y- — converge et que i f /(i) dx ** Js — 11 


Montrer, pour tout N e N # : 

itf+i 




*+l N rfV 

S ^ = S^+ T ) T+ S^ i 


ft 

a/v>i 


\— i-ir • ^ i - ^_i 

k & nl h & + h 

+oo ^ ^ -1 ^ 

4) On admet que £ ~ = ~ . Montrer : jf /{*) dx - ~ . 


Pnrtic TV : Recherche d extremum pour une fonctiou resile de deux variables r^eiloa 

On note F : ]0; +oo(-* R, * F(x) = f /((} dt 

et G ; JO; +oo[*-. R, (x. v > >— G(x, y) = F{xy) - F{x) - F( y). 

X) Montrer que C eat de classe C 1 sur |0; +oo( 3 . 

Exprimer, pour tout (x,y) e|0; +OOJ 3 , Ics dfrivees portiellea premieres et seconder de G 
(x, IT) en fonction de x, y, /(x), /(y), / fay), f’(x), /'(y), f'(xy). 

2) £tabiir que G admet (1,1) comtne unique point critique. 

3) Est-ce que G admet un extremum local? 

■ 
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EKOBLEM ^ 


On considferc Implication 


/ : [0;-hoo|— : 
Parti* T : Etude de ^application f 


* - /(*) 


; 


Infl + x) 


ai ae > 0 
si as 0 


1} Moatrer que / est continue sur fO; +«>[, 

2) On consider* ^application 


A ; [0; +cc(- R, * ~ 4(x) = - l n (l + x), 

a; .dor.trer que / est de class© C* sur JO; +oo[ et que, pour tout X € +oo[, f f (x) ^ 

j 

* b) Montrer quc / # admet -- fomme limit* en 0 k droit©, 

c) D^moncrer que / esrt de class© C 1 sur (0; +o©{ et pr£ciser / # (0). 

d) Dresser le tableau de variation de A. 

t,n d^duire que / eat strictemeni d6croiasante sur fO; +oo[, 

*) Determiner la Hmite de / en +«?, 

3) On consider© I 1 application 

i? : (0; +oo[- K, x ~ i?(x) - - + 2 Ml + x) 

a) Mor.trer que / eat deux fois dirivable sur ]0; +oo(, et que. pour tout x gJO; +oo( r 

/"(*) = 

b) Dresser ie tableau d© .variation de B m 

Ea d^duire que / est convex© sur ]0; + oo[. 

4) iVacer l allure de la courbe representative de /. 

Partie IT * Un ddveloppement en s4rie 

1) Montrer, pour tout N € N et tout £ € *0; 1] : 

-l_ . .jr M)v + 

1+t !+* 

2) En diduire, pour tout N € N et tout x € (€; !] : 


,v 


1«0 + *) ” E ( t **** 1 + • 

Jc-0 1 

-X + | 

1 + t 

3) ittablir, pour tout jV e N et tout x € [0; 1J : | J w (x)| < " ' V+S 


ou on a note 


•M*)- [ 

J 0 


d£ . 


JV + 2 * 

4 1 Et. diduire que. pour tout x € (0; 1], la atirie £ converge « que : 

n>i 


h (i + .)-£i=!^£ 


nal 


Partie II ; Un produit scalaire aur E 


1) Montrer que L application : (P,Q) 
scaJairc sur 



- x 2 jP{x)Q(®)dsE eat un produit 


On uituiit dorcuavaut E do ce produit acaUirti note {,|,) + 

2 )a) A [’Aide d Integrations par parties, etahlir que $ est un endomorphs me symdtrique de E, 

b) Montmr que la base (Fo> Pi , ■ ** » F„) de B obtenue k la question 1,7 est orthogon&Ie, 

Soit ; 6 (l , n J . 


a)a) Montrar que pour tout polyndme S de degri toftrieur ou £gal k j - I, on a : (S|Pj) = 0. 

b) En eousid£r*nt (l|Fj), montrer que Fj ne garde pas un signs constant sur ImtervaJle ] — 1; 1 1. 

e) Eti d^duire queFj admet au moins, dans I’lfltervalle |~1; 1[, une racine d'ordre de multiplicity 
impair. 

4) On note {xj x m } I’ensemble des racinea d’ordre de multiplicity impair de Pj apparLenant 

k ] 'inter vatte ) - 1; i[ et S m ^ (X - *i){X - x 2 ) ,, >{X - x m ), 

a) Ju&tificr : m ^ j„ 

b) Montrer que le polynome 5 m Fj (produit dcs polynoraes 5 m ct F ; ) garde un signs constant 
sur 1' interfile ] - I;l[, 

c) Kri considirant (5’m,|Fji), montrer que m = j, 

d) hn driduire que P } admet j ratines simples rielles toutes situdes dans rinterv&lle ] - 1, If, 


